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Arvores

Arvores s3o estruturas de dados muito utilizadas em diversas areas da ciéncia

da computacao, como sistemas operacionais, bancos de dados e redes de
computadores.

Uma estrutura de dados do tipo arvore possui uma raiz a partir da qual
diferentes ramos conectam um conjunto de nos intermediarios até as folhas

da arvore. . Aresta
No — Conexodes entre os
Onde a informacao diferentes nods . ) i
é armazenada Nos Filhos e Pais
Essa figura ilustra uma arvore simples. Nos Irmao
E composta por 6 nos. Caminho

Sequencia ordenada de nos
conectados por arestas

a’” @ a raiz (Gnico né que ndo possui nd antecessor) Ex:a>c>f

Nivel de um NoO

N© arestas a partir da raiz. "b”" > 1

“d”, “e” e “'f"” sao as folhas.
(nds que nao possuem filhos)

Altura

Maior nivel de um né da arvore.
© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 7
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Arvores

Recapitulando...

PROPRIEDADE VALOR
Nivel 0 NUmero de nés 10
Altura 3
N6 raiz H
Nivel 1 Folhas A,C,J.L.M,N
Nos interiores H.B.F,E
Nés no nivel 2 A C,J;E
Nivel 2 Antepassados de E F.H
DescendentesdeF J,E,L.M,N
N& na subarvore mais
Nivel 3 a direita de F E.L.M N
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Arvores (definicdo formal 1)

Uma arvore consiste em um conjunto de nés e um conjunto de arestas que
conectam pares de nos. Uma arvore possui as seguintes propriedades:

i) Toda arvore tem um no designado de raiz, por onde a busca, a insergcao e
a remoc¢ao de elementos deve iniciar. Em outras palavras, é a porta de
entrada para o conjunto de dados.

i) Todo né n, com excecao da raiz, € conectado por uma aresta a exatamente
um no pai p. Ou seja, cada n6 da arvore tem precisamente um unico pai.

iii) Existe um unico caminho saindo da raiz e chegando em um no arbitrario
da arvore. Ou seja, sempre que desejarmos acessar um determinado no,
iremos sempre pelo mesmo caminho.

iv) Se cada n6 da arvore possui no maximo dois nos filhos, dizemos que a
arvore € uma arvore binaria.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores (definicdo formal 2)

Uma arvore ou € vazia ou consiste de uma raiz com zero ou mais subarvores,
cada uma sendo uma arvore. A raiz de cada subarvore é conectada a raiz da

arvore pai por uma aresta.

Pela definicao recursiva, sabemos que a arvore acima possui pelo menos 4
nds, uma vez que cada triangulo representando uma subarvore deve possuir
uma raiz. Na verdade, ela pode ter muito mais nos do que isso, mas nao
sabemos pois nao conhecemos a estrutura interna de cada subarvore.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores binarias

Os nds de uma arvore binaria possuem graus zero, um ou
dois. Um no6 de grau zero € denominado folha.

Em uma arvore binaria, por definicao, cada no podera ter
até duas folhas.

A profundidade de um no € a distancia deste no até a
raiz. Um conjunto de nds com a mesma profundidade é
denominado nivel da arvore. A maior profundidade de
um no, é a altura da arvore.

Uma arvore "estritamente binaria" € uma arvore na qual
todo no tem zero ou duas folhas.

Existem autores, porém, que adotam essa definicao para
o termo quase completa, e utilizam o termo completa
apenas para arvores em que todos 0s niveis tém o
maximo numero de elementos.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores binarias

Existem basicamente duas formas de implementar
arvores binarias em Python:

1) utilizando uma lista de sublistas, ou

2) utilizando encadeamento logico (como na lista
encadeada)

Principais Métodos:

Métodos Descricao

BinaryTree() cria uma nova instancia da arvore binaria
get_left_child() retorna a subarvore a esquerda do no corrente
get_right_child() retorna a subarvore a direita do n6 corrente
set_root_val(val) armazena um valor no né corrente

get_root_val() retorna o valor armazenado no no corrente
insert_left(val) cria uma nova arvore bindaria a esquerda do no corrente

insert_right(val) cria uma nova arvore binaria a direita do no corrente

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 16



Arvores Binaria: LISTAS DE LISTAS

Em uma representacao de lista de sublistas, o valor armazenado na raiz € sempre o
primeiro elemento da lista. O segundo elemento da lista sera a sublista que representa a
subarvore a esquerda. Analogamente, o terceiro elemento da lista sera a sublista que
representa a subarvore a direita.

Para ilustrar como fica a representacdo da arvore da figura ao lado, apresentamos o
codigo a seguir.

# Representacao de arvore como lista de sublistas
my tree = ['a’, # raiz o
['b', # subarvore esquerda
[d*, [1 [1],

['e'. [1, [1] o .
1,

['c', # subarvore direita

€, 11, 110,
i (D) O

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 17



Arvores Binaria: LISTAS DE LISTAS

# Representa¢ao de arvore como lista de sublistas

my_ tree = ["a', # raiz
['b', # subarvore esquerda
[d", [1 [11,
['e’. [1, []]
1,
['c', # subarvore direita

[t [, [1D,
[]

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

Uma propriedade muito interessante
desta representacao € que a
estrutura de uma lista representando
uma subarvore possui a mesma
estrutura de uma arvore (lista), de
modo que define uma representacao
recursiva.

print(my_ tree)

print('Subarvore esquerda =
print('Raiz = ', my_tree[0])
print('Subarvore direita = '

', my _tree[l])

, my tree[2])

18



Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (IMPLEMENTACAO)

# Cria arvore binaria com raiz r
def binary_tree(r):
return [r, [], []]

# Insere novo ramo a esquerda da raiz
def insert_left(root, new_branch):
# Analisa a subarvore a esquerda
t = root.pop(1)
# Se a subarvore a esquerda nao é vazia
if len(t) > 1:
# Insere na posicao 1 da raiz (esquerda)
# Novo ramo sera a raiz da subarvore a esquerda
# Adiciona t na esquerda do novo ramo
root.insert(1l, [new branch, t, []])
else:
# Se t for vazia, nao ha subarvore a esquerda
root.insert(1l, [new branch, [], []])
return root

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (IMPLEMENTACAO)

# Insere novo ramo a direita da raiz
def insert right(root, new branch):
# Analisa a subarvore a direita
t = root.pop(2)
# Se a subarvore a direita nao é vazia
if len(t) > 1:
# Insere na posicao 2 da raiz (direita)
# Novo ramo sera a ralz da subarvore a direita
# Adiciona t na direita do novo ramo
root.insert(2, [new_branch, [], t])
else:
# Se t for vazia, nao ha subarvore a direita
root.insert(2, [new branch, [], []1])
return root

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: LISTAS DE LIsTAS (IMPLEMENTACAO)

def get root val(root):
return root[9]

def set root val(root, new val):
root[0] = new val

def get left child(root):
return root[1]

def get right child(root):
return root[2]

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (TESTANDO A IMPL.)

# Cria arvore binaria

r = binary_tree(3)

# Adiciona subarvore a esquerda
insert_left(r, 4)

# Adiciona subarvore a esquerda
insert_left(r, 5)

# Adiciona subarvore a direita

insert_right(r, 6)

# Adiciona subarvore a direita

insert_right(r, 7)

print(r)

# Obtém subarvore a esquerda da raiz

1 = get left _child(r)

print(1l)

# Muda a raiz da subarvore a esquerda
set_root val(l, 9)

print(r)

# Insere a esquerda da subarvore a esquerda
insert_left(1l, 11)

print(r)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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VAMOS PARA A PRATICA

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindaria: LISTAS DE LISTAS (EXERCICIO)

Considere o seguinte codigo em Python.

X = binary tree('a')

insert _left(x,'b")

insert _right(x, 'c")

insert right(get right child(x), 'd")

insert left(get right child(get _right child(x)), 'e’)

Desenhe a arvore resultante e forneca a representacao usando lista de listas

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvore Resultante: _,_ R
(b (2) b (5 \
@

Representacao com listas: @

[‘a’, [°b’, [1, [1], [*c’5 [1, [°d’, [e’, [1, [11, [111]



Arvores Binaria: LISTAS LIGADAS (Representac¢do com referéncias)

Apesar de interessante, a representacao de arvores binarias utilizando lista
de listas nao € muito intuitiva, principalmente quando o numero de nos da
arvore cresce.

O numero de sublistas fica tao elevado que é muito facil cometer erros e
equivocos durante a manipulacao da estrutura.

Sendo assim, veremos agora, como representar arvores binarias utilizando
referéncias e um encadeamento logico similar ao adotado nas listas
duplamente encadeadas, em que cada no possui duas referéncias: uma para
o no filho a esquerda e outra para o no filho a direita.

/-_ -\

b

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binarias...
Uma primeira implementacdo

class BinaryTree:
# Construtor
def init_ (self, valor):
self.key = valor
self.left_child = None
self.right_child = None

# Insere nd0 a esquerda
def insert left(self, valor):
# Se nd corrente nao tem filho a esquerda, OK
if self.left_child == None:
self.left_child = BinaryTree(valor)
else:
# Se tem filho a esquerda, pendura subarvore
# a esquerda do ndé corrente na esquerda do
# novo no recem criado
temp = BinaryTree(valor)
temp.left _child self.left child
self.left_child = temp

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

# Insere no6 a direita

def insert right(self, valor):

# Se no6 corrente nao tem filho a direita, OK

if self.right_child == None:

self.right_child = BinaryTree(valor)

else:

# Se tem filho a direita, pendura subarvore

# a direita do no corrente na direita do

# novo nd recem criado

temp = BinaryTree(valor)
self.right child

temp.right _child
self.right child

temp

# Obtém filho a direita

def get _right_child(self):
return self.right_child

# Obtém filho a esquerda

def get_left_child(self):
return self.left child

# Atualiza valor do né corrente

def set _root val(self, valor):
self.key = valor

# Obtém valor do nd corrente

def get root val(self):

return self.key

28



Arvores Binarias...
Testando...

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

# Cria noé com valor 'a

r = BinaryTree('a')
print(r.get _root _val())
print(r.get left child())
print(r.get _right_child())

# Insere nd com valor 'b' a esquerda da raiz
r.insert _left('b")
print(r.get _left child().get_root _val())

# Insere no com valor 'c' na direita da raiz
r.insert _right('c")
print(r.get right child().get root val())

# Insere ndé com valor 'd' a esquerda no filho a esquerda da raiz
r.get_left child().insert_left('d")
print(r.get left child().get left child().get root _val())

# Insere ndé com valor 'e' a direita no filho a esquerda da raiz
r.get _left child().insert_right('e")
print(r.get left child().get right child().get root val())

29



Arvores Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Ha basicamente 3 formas de navegar por uma arvore binaria: pre-
order, in-order e post-ordetr.

* Pre-order: visitamos primeiramente a raiz da arvore, depois
recursivamente a subarvore a esquerda e finalmente
recursivamente a subarvore a direita.

* In-order: visitamos recursivamente a subarvore a esquerda,
depois passamos pela raiz da arvore e por fim visitamos
recursivamente a subarvore a direita.

* Post-order: visitamos recursivamente a subarvore a esquerda,
depois visitamos recursivamente a subarvore a direita e por fim
passamos pela raiz

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AFVOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Pré-ordem: No percurso pré-ordem, ou “pre order”, os nés sao visitados na
seguinte ordem: primeiro o no pai, em seguida o filho esquerdo e, por
ultimo, o filho direito.

Pre-ordem:
Pai-Esquerda-Direita

1°
2° 30

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Pré-ordem:
-Esquerda-Direita

Arvores Binaria: PRE-ORDEM -

O

Possibilidades:

Construc¢ao de uma copia da arvore: O percurso pré-ordem é (til para construir uma cdpia exata da
arvore ou para clonar a estrutura da arvore. |sso ocorre porque ele comeca pela raiz, permitindo que a cépia
seja construida com o mesmo formato.

Serializacao de arvores para armazenamento ou transmissao: Ao armazenar ou transmitir a
estrutura de uma arvore binaria ﬂpor exemplo, em arquivos ou para transmitir via rede), o percurso pré-
ordem pode ser usado para serializar a arvore de forma compacta. Ele permite reconstruir a arvore na mesma
ordem em que foi percorrida.

Avaliacao de expressoes prefixas (Polonesa): No processamento de arvores de express3o
matematica, em o,ue 0s operadores estao nos nos internos e os operandos nas folhas, o percurso pré-ordem é
utilizado para avaliar expressdes no formato prefixo (notacao polonesa). Por exemplo, a expressao + * 345
seria percorrida em pré-ordem para calcular o resultado diretamente. -

- ..
g T
= =1

[mplementagéo de sistemas de arquivos: Em alguns sistemas de arquivos organizados em

arvores, o percurso pré-ordem permite acessar o diretorio pai antes de acessar os subdiretorios e arquivos,
util para manipulacdes que necessitam de referéncia ao no pai antes de processar os filhos.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 32



AFVOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Em ordem (Simétrico): No percurso em ordem, também conhecido como “in
order”, a arvore é percorrida de forma que os nds sejam visitados na seguinte
ordem: primeiro o filho esquerdo, depois o0 n6 pai e, por fim, o filho direito.

Em ordem:
Esquerda-Pai-Direita

p

10 30

2!2'

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Em ordem:
Esquerda- -Direita

Arvores Binaria: EM-ORDEM -

ﬁ

Possibilidades: - -
Arlvore Binaria de Pesquisa (BST) / Extracao de Dados Ordenados: Visitar os nés em ordem crescente dos seus
valores.

Impressao de Dados para Relatdrio (ordenado): Muitas aplicacdes requerem a gerac3o de relatdrios onde os dados
precisam estar ordenados. O percurso em ordem facilita a obtengao desses dados de forma estruturada diretamente da
arvore (extracao de dados em ordem cronoldgica)

Conversao de Arvore em Lista Ordenada: O percurso em ordem pode ser usado para converter uma arvore em uma
lista ou qrqay ordenado. Isso é util quando se precisa manipular os dados em estruturas que requerem ordenacdo ou acesso
sequencial.

Recuperac¢ao de Dados em Sistemas de Arquivos: Em alguns sistemas de arquivos que utilizam arvores bindrias para
armazenar referéncias a arquivos e diretérios, o percurso em ordem pode ser usado para listar os arquivos em ordem
alfabética ou de acordo com algum atributo.

Implementac¢ao de Algoritmos em Compiladores: Anilise Sintatica e Semantica: Em compiladores, drvores de
sintaxe abstrata (AST) podem ser percorridas em ordem para realizar analises que dependem da ordem das operagdes ou
declaracdes no codigo fonte.

Expressoes Matematicas Infixas: O percurso em ordem é andlogo a leitura de expressdes matemaéticas na notacdo
infixa, que € a forma como normalmente escrevemos expressdes (por exemplo, a + b). Isso € util em interpretadores ou
calculadoras que precisam converter arvores de expressao em notacao infixa legivel.

Inteligéncia Artificial e Jogos: Arvores de Decisdo: Em algumas aplicacdes de inteligéncia artificial, arvores de decis3o
podem ser percorridas em ordem para avaliar condi¢cdes ou estados que dependem de uma sequéncia especifica. Ex: Xadrez

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 34



AFVOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Pds-ordem: O percurso pos-ordem, ou “post order”, envolve a visita aos nos na
seguinte ordem: primeiro o filho esquerdo, depois o filho direito e, por ultimo,
0 no pai.
Pos-ordem:
Esquerda-Direita-Pai

3EI

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Pos-ordem:
Esquerda-Direita-

Arvores Binaria: POS-ORDEM :

Possibilidades: = >

Apagar ou liberar memaria da arvore: Em linguagens que exigem o gerenciamento manual de
memoria, o percurso pos-ordem é ideal para liberar memaria. Ao visitar primeiro as subarvores antes de
visitar o no pai, esse percurso garante que todos 0s nos filhos sejam deletados antes do pai, evitando
problemas de referéncia pendente.

Avaliacao de expressoes infixas (Posfixa): Em arvores de expressdo matematica, o percurso pds-ordem
é usado para calcular o valor de expressoes posfixas (notagao polonesa reversa). Por exemplo, para a
expressao 3 4 * 5 +, o percurso pds-ordem ajuda a avaliar a expressao sem necessidade de parénteses,
calculando as operacdoes na ordem correta. .

-~ .

=

A ™
= L

Calculo de tamanhos de diretdrios ou subarvores: Para obter o tamanho de diretérios e
subdiretodrios, o percurso pos-ordem é util, pois permite somar o tamanho de cada subdiretdrio antes de
somar o diretdrio pai. Isso é especialmente util em sistemas de arquivos ou em estruturas onde o calculo
cumulativo precisa ser feito de baixo para cima.

Geracao de cadigo em compiladores: No contexto de compiladores, o percurso pds-ordem é usado
para gerar codigo a partir de uma arvore de sintaxe abstrata (AST). Nesse caso, o compilador percorre a
arvore de expressao, processando primeiro os operandos e, em seguida, os operadores, facilitando a geracao
de codigo na ordem correta.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.



AFVOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

A dica pra entender rapidamente esses métodos de percursos em arvores
binarias é seguir essas duas regras:

* O no filho da esquerda é sempre visitado antes que o da direita:

* O nome do método se refere ao momento em gue o no pai é visitado, ou
seja:
* Pré-ordem: o pai é visitado antes dos filhos, ou seja, Pai-Esquerda-Direita;
* Em ordem: o pai é visitado entre os filhos, ou seja, Esquerda-Pai-Direita;
* Pos-ordem: o pai € visitado apos os filhos, ou seja, Esquerda-Direita-Pai;

Pré—ordem: Esquerda - Direita

=Em ordem: Esquerda — Direita

FoOos-ordem: Esquerda - Direita —

Obhs:: O N esguerdo & wisitado antes do mndo

em goualgouaer rmetodo de percurso erm
arvore binaria.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI’VOFGS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo:



Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo: Percurso Pré-ordem

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo:
Percurso Em Ordem

50

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria: PERCORRENDO UMA ARVORE

Exemplo: Percurso Pos-ordem

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Preorder
def preorder(self):
# Imprime valor da raiz
print(self.key)
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.preorder()
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.preorder()

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Inorder
def inorder(self):
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.inorder()
# Imprime valor da raiz
print(self.key)
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.inorder()

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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AI‘VOI’GS Binaria: PERCORRENDO UMA ARVORE (implementacéo)

# Percorre uma arvore binaria em Postorder
def postorder(self):
# Visita subarvore a esquerda
if self.left child:
self.left.postorder()
# Visita subarvore a direita
if self.right child:
self.right.postorder()
# Imprime valor da raiz
print(self.key)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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VAMOS PARA A PRATICA
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Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

Apesar de funcional, a estrutura de dados implementada pela
classe BinaryTree nao é otimizada para busca de elementos no
conjunto.

Para essa finalidade, veremos que existe uma classe de arvores
mais adequada: as arvores bindrias de busca (BynarySearchTree).

Uma arvore binaria de busca implementa um TDA Map (tipo de
dados abstrado — Map), que € uma estrutura que mapeia uma
chave a um valor. Neste tipo de estrutura de dados, nés nao
estamos interessados na localizacao exata dos elementos na arvore,
mas sim em utilizar a estrutura da arvore binaria para realizar busca
de maneira eficiente.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

A seguir apresentamos os principais métodos da classe
BinarySearchTree.

Metodo Operacao

Map() Cria um mapeamento vazio

put(key, val) adiciona um novo par chave-valor ao mapeamento (se chave ja existe,
atualiza o valor reterente a ela)

get(key) retorna o valor associado a chave

del map[key] deleta o par chave-valor do mapeamento

len() retorna o numero de pares chave-valor no mapeamento

in retorna True se chave pertence ao mapeamento (key in map)

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Bindria de Busca: LISTAS LIGADAS

Propriedade chave: em uma arvore binaria de busca, chaves
menores que a chave do no pai devem estar na subarvore a
esquerda e chaves maiores que a chave do no pai devem estar na
subarvore a direita. Por exemplo, suponha que desejamos criar
uma arvore binaria de busca com os seguintes valores: 70, 31, 93,
94, 14, 23, 73, nessa ordem.

0

4 R

|l 31: |l o3 J\‘
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS TRIVIAL:

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO INTERMEDIARIA:

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

2

Percorrer a arvore
Em busca de um no
subtituto

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

Percorrer a arvore
Em busca de um no
subtituto

O no substituto deve preservar as
propriedades da arvore binaria de
busca tanto da direita quanto da
esquerda

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

Percorrer a arvore
Em busca de um no
subtituto

menor chave que seja maior

que o nd a ser removido O no substituto deve preservar as

propriedades da arvore binaria de
busca tanto da direita quanto da
esquerda

O nd que permite preservar essa propriedade é o n6 com a menor chave

4 que seja maior que a chave do no corrente (a ser removido).

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

SITUACAO MAIS DIFICIL:

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

Percorrer a arvore
Em busca de um no
subtituto

- T =
- -
- ~

~ ~

O no substituto deve preservar as e
propriedades da arvore binaria de 5 {_ NO SUCESSOR
busca tanto da direita quanto da )’ SEREREEEES ’
esquerda /

O nd que permite preservar essa propriedade é o n6 com a menor chave
4 que seja maior que a chave do no corrente (a ser removido).

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

6

Uma propriedade interessante e que o successor tem no maximo um unico filho

(0 ou 1 filho), de modo que ja sabemos como remove-lo utilizando os dois casos

SITUACAO MAIS DIFICIL: discutidos previamente. Apds a remoc¢ao do successor, nos simplesmente o

colocamos no lugar do né a ser removido.

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

2
Percorrer a arvore

Em busca de um nd
subtituto

- - -
- -
- ~

~

O no substituto deve preservar as
propriedades da arvore binaria de )
busca tanto da direita quanto da /V ---------------
esquerda

e

O nd que permite preservar essa propriedade é o n6 com a menor chave

5 {_ NO SUCESSOR)

4 que seja maior que a chave do no corrente (a ser removido).

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

57



Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

6 Uma propriedade interessante e que o successor tem no maximo um unico filho
(0 ou 1 filho), de modo que ja sabemos como remove-lo utilizando os dois casos

SITUACAO MAIS DIFICIL: discutidos previamente. .’Apos a remog.ao do successor, nos simplesmente o
colocamos no lugar do né a ser removido.

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

2
Percorrer a arvore
Em busca de um no
subtituto

As informacdes do no 7
sdo copiadas paraono 5
e ele entao e removido
da arvore

- - -
- -
- ~

_ ~

O no substituto deve preservar as e
propriedades da arvore binaria de 5 {_ NO SUCESSOR
busca tanto da direita quanto da )’ SEREREEEES ’
esquerda /

O nd que permite preservar essa propriedade é o n6 com a menor chave

4 que seja maior que a chave do no corrente (a ser removido).
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Arvores Binaria de Busca: REMOCAO DE NO

6 Uma propriedade interessante e que o successor tem no maximo um unico filho

(0 ou 1 filho), de modo que ja sabemos como remove-lo utilizando os dois casos

SITUACAO MAIS DIFICIL: discutidos previamente. ,’Apos a remog.ao do successor, nos simplesmente o
colocamos no lugar do né a ser removido. \

1

Tem ambos filhos
Esquerdo e Direito

if no atual.tem ambos os filhos():
sucessor = no_atual.encontrar_sucessor()
sUucessor.remover sucessor()
no atual.chave = sucessor.chave

sucessor.valor

no atual.valor

As informacdes do no 7
sdo copiadas paraono 5
e ele entdao e removido
da arvore

- = -
- -
- ~

~

O no substituto deve preservar as ; -
~ NO SUCESSOR‘)

propriedades da arvore binaria de 5\
busca tanto da direita quanto da / ________________
esquerda

O nd que permite preservar essa propriedade é o n6 com a menor chave

4 que seja maior que a chave do no corrente (a ser removido).
© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 9
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VAMOS PARA A PRATICA
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DUVIDAS ENVIADAS...

Arvores..

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.



Como percorrer uma arvore binaria?

* Pra que utilizo cada um dos trés tipos: pré-ordem, em-ordem e pos-
ordem?

Mayumi
Peterson
Débora

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Como funciona um BST e insercao de
numeros ordenados?

 Como funciona uma BST em relacao a organizacao dos nos?

* Quais as implicacoes de inserir uma sequéncia de numeros ordenados
em uma BST?

Vitoria

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Qual a diferenca entre nivel e altura?

Ana Elisa

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.

descendentes de j={ik}
pai de j=e
filhos de j={i k)
nivel de j=2
altura da arvore =3

folhas={b,a,ik,f,h,d}

SN

Nivel 0 Altura =3
Nivel 1 ﬁ{
Nivel 2 : :E :
8
Nivel 3
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Inclusao de Ponteiros também para os nos pais? E viavel?
Quando fazemos chamadas recursivas, os nos anteriores

ja ficam armazenados em pilhas de execucéo

Lucas Camelo DESVANTAGENS DE INCLUSAO DESSES PONTEIROS:
Aumento do Uso de Memaoria: Cada no exigiria um ponteiro
adicional, o que aumenta o consumo de memoria. Em arvores muito
grandes, isso pode se tornar um problema.

Complexidade na Manutencao: Insercoes, remogoes e rotacoes
(como em arvores AVL ou Red-Black) se tornariam mais complexas.
Ao realizar essas operacoes, seria necessario garantir que o ponteiro
para o no pai seja atualizado corretamente, aumentando as chances
de erros.

Pouca Utilidade Pratica: A maioria das operacoes em arvores
binarias (busca, insercao, remogao) nao requer conhecimento do no
pai. A arvore € projetada para ser eficiente sem essa informacao
adicional.

O uso de recursao (e da pilha de execucao) é suficiente para
operacoes que precisam "lembrar" os nos anteriores.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.



As arvores aceitam apenas numeros ou podemaos
armazenar outros valores (como strings)?

Eric Rodrigues

class BinaryTree:
# Construtor
def init (self, valor):

self.key = valor

self.left child = None
self.right child = None

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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Como € o processo de rotacao em uma arvore
red/black em uma arvore desbalanceada?

Débora

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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» W
Qac
tree Black-Red Trees

Arvores Rubo-Negras
Arvores Vermelho-Preta



O que s3o Arvores Vermelho-Preto?

Uma arvore de busca binaria de altura  pode suportar qualquer das
operacoOes basicas de conjuntos dinamicos — como Search,
Predecessor, Successor, Minimum, Maximum, Insert e Delete — no
tempo O(h).

Assim, as operagoes de conjuntos sao rapidas se a altura da arvore
de busca e pequena.

Todavia, se a altura da arvore € grande, a execucao dessas operacoes
podera ser mais lenta do que com uma lista ligada.

Arvores vermelho-preto sao um dos muitos esquemas de arvores
de busca que sao “balanceadas” de modo a garantir que operacoes
basicas de conjuntos dinamicos demorem o tempo O(lg n) no pior
caso.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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O que s3o Arvores Vermelho-Preto?

Uma arvore vermelho-preto € uma arvore de busca binaria
com um bit extra de armazenamento por no: sua cor — ela
pode ser Vermelha ou Preta.

Restringindo as cores dos nos em qualquer caminho
simples da raiz até uma folha, as arvores vermelho-preto
asseguram que o comprimento de nenhum desses
caminhos seja maior que duas vezes 0 de qualquer outro,
de modo que a arvore e aproximadamente balanceada.

Cada no da arvore contem agora os atributos cor, chave,
esquerda e direita .

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 70



O que s3o Arvores Vermelho-Preto?

Uma arvore vermelho-preto e uma
arvore de busca binaria que satisfaz as
seguintes propriedades vermelho-preto:
1.Todo no € vermelho ou preto.
2. A raiz é preta.
3.Toda folha (nil) é preta.

4.Se um no é vermelho, entao os seus
filhos sao pretos (nao existem nos
consecutivos vermelhos)

5.Para cada no, todos os caminhos
simples do no ateé folhas descendentes
contém 0 mesmo numero de nos pretos.

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr.
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O que s3o Arvores Vermelho-Preto?

(7 .
(o

¥ 47

iy 16 puml 19 23 Y 28 iy 38

ﬂ
g 12 1 NIL B NIL 1 @ @

1 NIL | NIL g NIL | NIL g NIL NIL g NIL NIL § NIL

NIL g NIL

NIL § NIL g NIL g NIL

NIL g NIL
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INSERCAO em Arvores Vermelho-Preto?

Cada novo no inserido, por definicao € VERMELHO
A insercao acontece como em qualquer ABB

Apos inser¢ao, verifique se as propriedades da AV-P
ainda se mantem.

Lembre-se:
* A raiz da arvore € sempre PRETO

* Se 0 pai do novo no inserido € PRETO, todas as
propriedades se mantem

*Se 0 1pal do novo no inserido for VERMELHO, rotacoes
ou a erac;oes de cor precisam ser feitas.

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr



INSERCAO em Arvores Vermelho-Preto

Caso 1: O pai e o tio do novo nd sao vermelhos

Observe a insercao do nimero 61.
0“0~ 0~ O

e Pai e tio ficam PRETQOS
e AvO fica VERMELHO

© Prof. Dr. Dile




INSERCAO em Arvores Vermelho-Preto

Caso 1: O pai e o tio do novo nd sao vermelhos

Observe a insercao do nimero 97.




INSERCAO em Arvores Vermelho-Preto

Caso 2: O pai é vermelho e o tio é preto

Rotacao simples para a Direita

Observe a insercéo do nimero 24. /

Pai do novo no é filho
esquerdo e novo no €

filho esquerdo
(35 ° (s ) - Q e + Pai fica PRETO;
* Av0 fica VERVELHO;
° e * rotaciona o avO para a
DIREITA

Nesse caso especifico ndo havera a necessidade de propagacao da verificacao
Pois manteve o nimero de nds negros estavel.
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INSERCAO em Arvores Vermelho-Preto

Caso 2: O pai é vermelho e o tio é preto )
Rotacao Dupla

4

Observe a insercéo do ntimero 40. Pai do novo no é filho

esquerdo e novo no e filho
direito

* Rotaciona o pail para a
esquerda;

* Novo no = filho esquerdo do
novo no;

 Pai fica PRETO;

* Avo fica VERMELHO;
* Rotaciona o avO0 para a direita

Mesmo caso que o anterior

© Prof. Dr. Dilermando Piva Jr. 77
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